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Анотацiї
Старицька К. О. Обвiдна сiм’ї елiпсiв, яка виникає при

розв’язку задачi синтезу iнерцiйних керувань для двовимiрної

канонiчної системи.

Дана робота присвячена розв’язку задачi синтезу за допомогою мето-

ду функцiї керованостi В. I. Коробова. Загальний пiдхiд базується на по-

шуку розв’язку задачi синтезу iнерцiйних обмежених керувань. Задачу

розв’язуємо для двовимiрної канонiчної системи. Знаходимо параметр у

рiвняннi на функцiю керованостi за допомогою методу множникiв Лагран-

жа та будуємо траєкторiї. Отриманi результати проiлюстровано для кон-

кретної початкової точки. Також знайдено елiпс, який мiстить в собi усi

iншi елiпси сiм’ї кривих.

Starytska K. The envelope of a family of ellipses that arises

when solving the inertial control synthesis problem for a two-

dimensional canonical system.

This paper is devoted to the solution of the synthesis problem using the

method of controllability function by V.I. Korobov. The general approach is

based on the synthesis problem solution of inertial restricted controls. The

problem is solved for a two-dimensional canonical system. We find the pa-

rameter in the equation of the controllability function using the method of

Lagrange multipliers and construct trajectories. The results are illustrated

for a certain initial point. An ellipse has been found that encompasses all the

other ellipses in the family of curves.
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Вступ

Метод функцiї керованостi, запропонований В. I. Коробовим в роботi [2]

у 1979 роцi, використовується для розв’язання задач позицiйного синтезу

нелiнiйних систем. При цьому керування задовiльняє заданим обмеженням.

Пiзнiше цей метод був розвинений у роботах Коробова В. I, Скляра Г. М.

[4, 5] та iнших авторiв. Зокрема, у статтi [6] був запропонований пiдхiд до

розв’язання задач синтезу iнерцiйних керувань. У цiй роботи керування, а

також його похiднi задовiльняють обмеженням.

Задачею квалiфiкацiйної роботи було застосувати результати, отриманi

у роботi [6], для двовимiрної канонiчної системи та знайти обмеження на

значення a0 у випадку, коли керування є обмеженим. Цей параметр a0 вико-

ристовується у рiвняннi на функцiю керованостi. Була знайдена залежнiсть

мiж a0 та параметром α, який є параметром методу, i були побудованi тра-

єкторiї для рiзних значень α. У статтi [6] знайдено a0 для усiх значень α у

випадку, коли керування та його похiднi до l порядку є обмеженими.

Якщо у рiвняннi на функцiю керованостi покласти, що вона дорiвнює

1, то отримаємо сiм’ю елiпсiв, яка залежить вiд параметра α. Крiм того,

у квалiфiкацiйнiй роботi було знайдено елiпс, який мiстить всi iншi елiпси

системи, тобто є об’еднанням усiх елiпсiв.
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Роздiл 1. Метод функцiї керованостi

1.1. Метод функцiї керованостi для довiль-

ної системи

Розглянемо нелiнiйну систему

ẋ = f(x, u), (1.1)

де x ∈ Q ⊂ Rn, u ∈ Ω ⊂ Rr, причому Ω таке, що 0 ∈ int Ω, f(0, 0) = 0.

Означення 1.1. Пiд локальним позицiйним синтезом обмеженого ке-

рування будемо розумiти знаходження такого керування u = u(x) , x ∈ Q,

що:

1) u(x) ∈ Ω;

2) траєкторiя x(t) замкненої системи

ẋ = f(x, u(x)), (1.2)

яка починається у довiльнiй початковiй точцi x0 ∈ Q, закiнчується у поча-

тку координат в деякий скiнченний момент часу T (x0).

Достатнi умови розв’язку задачi синтезу для системи (1.1) вперше були

сформульованi в [2].
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Теорема 1.2. (Коробов В. I. [2]) Розглянемо керований процес (1.1).

Нехай f(x, u) неперервна за сукупнiстю змiнних та в областi

{(x, u) : 0 < ρ1 ≤ ∥x∥ ≤ ρ2, u ∈ Ω}

задовiльняє умовi Лiпшиця

∥f(x′, u′)− f(x′′, u′′)∥ ⩽ L1(ρ1, ρ2)(∥x′′ − x′∥+ ∥u′′ − u′∥).

Нехай у замкненiй областi G = {x : ∥x∥ ⩽ R} (0 < R ⩽ ∞) iснує функцiя

Θ(x), що задовiльняє умовам:

1) Θ(x) > 0 при x ̸= 0 и Θ(0) = 0;

2) Θ(x) неперервна всюди и неперервно диференцiйована всюди, за ви-

нятком точки x = 0;

3) iснує c > 0 таке, що Q = {x : Θ(x) ≤ c} обмежена i

Q ⊂ {x : ∥x∥ < R};

4) iснує функцiя u(x) ∈ Ω при x ∈ Q, така, що справедливi нерiвностi

−β1Θ
1− 1

α1 (x) ⩽
n∑

i=1

∂Θ(x)

∂xi
fi(x, u(x)) ⩽ −β2Θ

1− 1
α2 (x) (1.3)

при деяких додатнiх α1, β1, α2, β2. До того ж u(x) в областi

K(ρ1, ρ2) = {x : 0 < ρ1 ⩽ ∥x∥ ⩽ ρ2} задовiльняє умовi Лiпшиця

∥u(x′′)− u(x′)∥ ≤ L2(ρ1, ρ2)∥x′′ − x′∥.

Тодi траєкторiя системи (1.2), що починається у довiльнiй початковiй

точцi x(0) = x0 ∈ Q, закiнчується у точцi x1 = 0 в деякий скiнченний

момент часу T (x0), до того ж

α1

β1
Θ(x0)

1
α1 ⩽ T (x0) ⩽

α2

β2
Θ

1
α2 (x0). (1.4)

У рoботi [2] вперше запропоновано загальний пiдхiд для розв’язку задачi

синтезу допустимих керувань для довiльної нелiнiйної автономної керова-

ної системи. При цьому отримана оцiнка на час руху (settling-time function)
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iз довiльної початкової точки в початок координат. Цей метод був розви-

нений в роботах Г. М. Скляра та iнших авторiв.

У роботi [3] розглянута задача синтезу зворотнього зв’язку для ланцю-

га системи iнтеграторiв з неперервним обмеженим невiдомим збуренням.

Розв’язок базується на методi функцiї керованостi В. I. Коробова.

Розглянута задача побудови керування для лiнiйної системи в статтi [7].

Керування переводить систему з будь-якої точки в задану точку за скiн-

ченний час. Ця точка не є точкою спокою для системи. В основi побудови

керування лежить метод функцiї керованостi. Неоднозначнiсть розв’язку

рiвняння, що визначає функцiю керованостi, призводить до ряду цiкавих

випадкiв.

В статтi [8] дослiджується задача приведення лiнiйного ланцюга мас,

з’єднаних пружинами, до рiвноваги за скiнченний час за допомогою керу-

ючої сили, прикладеної до першої маси. Описано керування зi зворотнiм

зв’язком i встановлено його локальну еквiвалентнiсть до керування, яке

розв’язує задачу швидкодiї за мiнiмальний час. Доведено стiйкiсть керува-

ння вiдносно невiдомих збурень i обчислено час руху, а також його асим-

птотичну оцiнку щодо довжини ланцюга.

У роботi [11] детально дослiджено так званi стiйкi за виходом Лагранжа

системи. Розглядається вплив своєрiдної неперервностi функцiї встанов-

лення часу. Наведено необхiднi та достатнi умови стабiльностi виходу за

скiнченний час.
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1.2. Синтез iнерцiйних керувань

Розглянемо задачу локального позицiйного синтезу керування для си-

стеми диференцiйних рiвнянь

ẋ = A0x+ b0u, (1.5)

де

A0 =



0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1

0 0 0 . . . 0


, b0 =



0

0

. . .

0

1


.

з обмеженнями на керування та його похiднi до заданого порядку l, тобто

задачу побудови керування u = u(x), яке переводить довiльну початкову

точку x0 з деякого околу Q початку координат в початок координат по

траєкторiї x(t) системи

ẋ = A0x+ b0u(x), (1.6)

за скiнченний час T (x0) та задовiльняє обмеженням

|u(k)(x)| ≤ dk, k = 0, 1, . . . , l, l ≥ 1, x ∈ Q, (1.7)

де u(k)(x) – похiдна k-го порядку в силу системи (1.6).

Керування з такими обмеженнями розглядаються в книзi [9, c. 292] та

названi iнерцiйними.

Стаття [10] презентує виклики, з якими стикаються оператори енерго-

систем при збiльшеннi обсягiв використання вiтрової енергiї. В нiй зазна-

чається необхiднiсть впровадження вбудованих функцiй керування у кон-

тролери вiтроелектростанцiй, щоб залучити їх до управлiння енергосисте-

мою. Дослiджується реалiзацiя iнерцiйної вiдповiдi та основного регулю-



9

вання частоти в контролерi вiтрогенератора. Встановлено та характеризо-

вано основнi фактори, що впливають на результати регулювання частоти.

Вплив параметрiв керування та робочої точки турбiни на iнерцiйну вiдпо-

вiдь аналiзується за результатами експериментiв у системi зi вiдключеним

вiд мережi живленням. Також розроблено комбiновану схему керування,

використовуючи обидва контролера, та обговорюється потенцiал отрима-

ної грiд-послуги при частковому навантаженнi.

Задамо α ≥ 1. Покладемо

F−1
α (Θ) =

αΘ
1
α∫

0

(
1− t

αΘ
1
α

)α

e−A0tb0b
∗
0e

−A∗
0tdt. (1.8)

Введемо матрицю D(Θ) = diag(Θ−(2n−2k+1)/(2α))nk=1.

В роботi [6, Твердження 1] доведено, що матриця Fα(Θ) може бути за-

писана в наступному виглядi:

Fα(Θ) = D(Θ)FαD(Θ), (1.9)

де

F−1
α =

α∫
0

(
1− t

α

)α

e−A0tb0b
∗
0e

−A∗
0tdt. (1.10)

Визначимо при фiксованому α ≥ 1 функцiю керованостi Θα(x) при

x ̸= 0 як розв’язок рiвняння

2a0Θ = (Fα(Θ)x, x) , a0 > 0, x > 0. (1.11)

Це рiвняння має при α ≥ 1 єдиний додатнiй неперервно диференцiйова-

ний розв’язок Θ = Θα(x). Позначимо Θα(0) = 0, отримаємо неперервнiсть

функцiї Θα(x) для усiх x.

Задамо область Qα = {x : Θα(x) ≤ cα}. Задамо керування uα(x) в

областi Qα \ {0} формулою

uα(x) = −1

2
b∗0Fα(Θα(x))x = −1

2

n∑
i=1

fnixi

Θ
n−i+1

α
α (x)

. (1.12)
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Теорема 1.3. (Коробов В. I., Скорик В. О. [6, Теорема 1]) Нехай число

α0 = 2l + 1 i коефiцiєнт a0 рiвняння (1.11) задовiльняє умовi

0 < a0 ≤ â0 = min
0≤k≤l

d2k
2ω2

k∥F−1
∞ ∥

, (1.13)

де

ωk =
1

2
∥F2l+1∥

k∏
i=1

(
n+i−1

2l+1
+1+

1

2
∥F2l+1∥

)
, k = 0, 1, . . . , l. (1.14)

Тодi множина керувань uα(x) (α0 ≤ α < ∞) вигляду (1.12) в областi Q\

{0} = {x : Θα0
(x) ≤ 1}\{0} розв’язує для системи (1.5) задачу локального

позицiйного синтезу iнерцiйних керувань, кожне з яких задовiльняє обме-

женням (1.7), причому час руху Tα(x0) з довiльної початкової точки x0 ∈ Q

у початок координат по траєкторiї системи (1.6), породженної керуванням

uα(x), дорiвнює αΘ
1
α
α (x0).

Лема 1.4. (Коробов В. I., Скорик В. О. [6, Лема 1]) Нехай

1 ≤ α1 ≤ α2. Тодi для 0 < c ≤ 1 виконується Qα1
(c) ⊂ Qα2

(c).



Роздiл 2. Розв’язок задачi синтезу

для двовимiрної канонiчної

системи

2.1. Синтез iнерцiйних керувань для двови-

мiрної канонiчної системи

Розглянемо канонiчну систему

 ẋ1 = x2,

ẋ2 = u
(2.1)

при обмеженнях на керування |u| ≤ 1.

Потрiбно знайти обмежене керування u = u(x) таке, що траєкторiя за-

мкненої системи, яка починається у довiльнiй початковiй точцi x0 ∈ Q,

закiнчується у початку координат в деякий скiнченний момент часу T (x0).

Пояснимо механiчний змiст системи (2.1) за допомогою задачi про зу-

пинку вiзка на рейках. По гладким горизонтальним рейкам рухається без

тертя пiд дiєю тiльки сили тяги двигуна вiзок. У початковий момент часу

швидкiсть вiзка V0, та вiн знаходиться на заданiй вiдстанi S0 вiд станцiї.

Потрiбно знайти закон керування сили тяги двигуна так, щоб вiзок за скiн-

ченний час досяг станцiї та зупинився там. За допомогою другого закону

11
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Ньютона отримаємо систему:



mẍ(t) = F0(t),

x(t0) = S0,

ẋ(t0) = V0,

x(t1) = 0,

ẋ(t1) = 0

(2.2)

|F (t)| ≤ M сила тяги двигуна обмежена. Зробимо замiну змiнних:

x(t) = x1(t), ẋ(t) = x2(t),
F (t)

m
= u(t)

Отримаємо систему  ẋ1(t) = x2(t),

ẋ2(t) = u(t)
(2.3)

з початковими умовами x1(t0) = S0, x2(t0) = V0, x1(t1) = 0, x2(t1) = 0 при

обмеженнi на керування |u(t)| ≤ M

m
. Для спрощення будемо вважати, що

M

m
= 1.

В cтаттi [1] запропоновано розширений набiр обмежених стабiлiзуючих

позицiйних керувань для двовимiрної канонiчної системи. Для побудови

керувань, що залежать вiд певного параметра, використовується метод

функцiї керованостi В. I. Коробова. Розширення засноване на збiльшеннi

iнтервалу зазначеного параметра, а також використання неоднозначностi

функцiї керованостi для деяких областей фазового простору R2.

Запишемо систему в матричном виглядi ẋ = A0x+ b0u, де

A0 =

 0 1

0 0

 , b0 =

 0

1

 . (2.4)

Знайдемо матрицю e−A0t. Так як A2
0 = 0 (нульова матриця), то e−A0t =

I − A0t, отже

e−At =

 1 −t

−0 1

 . (2.5)
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Визначимо матрицю F−1
α (Θ) з формули (1.8)

F−1
α (Θ) =

αΘ
1
α∫

0

(
1− t

αΘ
1
α

)α

e−A0tb0b
∗
0e

−A∗
0tdt,

e−At =

 1 −t

−0 1

 .

e−Atb0 =

 1 −t

−0 1

 0

1

 =

 −t

1


b∗0e

−A∗
0t =

(
−t 1

)
e−Atb0b

∗
0e

−A∗
0t =

 −t

1

( −t 1
)
=

 t2 −t

−t 1



F−1
α (Θ) =

αΘ
1
α∫

0


(
1− t

αΘ
1
α

)α

t2 −
(
1− t

αΘ
1
α

)α

t

−
(
1− t

αΘ
1
α

)α

t

(
1− t

αΘ
1
α

)α

 dt

Порахуємо елементи матрицi

M11 =

αΘ
1
α∫

0

(
1− t

αΘ
1
α

)α

t2dt = [

∫
udv = uv −

∫
vdu] =

[dv = (1− t

αΘ
1
α

)αdt; v = − αΘ
1
α

α + 1

(
1− t

αΘ
1
α

)α+1

;u = t2; du = 2tdt] =

−αΘ
1
α t2

α + 1

(
1− t

αΘ
1
α

)α+1 ∣∣∣∣αΘ
1
α

0

−
αΘ

1
α∫

0

− αΘ
1
α

α + 1

(
1− t

αΘ
1
α

)α+1

2tdt =

0 +
αΘ

1
α

α + 1

αΘ
1
α∫

0

(
1− t

αΘ
1
α

)α+1

2tdt =
2αΘ

1
α

α + 1

(
1− t

αΘ
1
α

)α+1

2tdt =

2α3Θ3/α

6 + 11α + 6α2 + α3
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M22 =

αΘ
1
α∫

0

(
1− t

αΘ
1
α

)α

dt = − αΘ
1
α

α + 1

(
1− t

αΘ
1
α

)α+1 ∣∣∣∣αΘ
1
α

0

=

− αΘ
1
α

α + 1

(
1− αΘ

1
α

αΘ
1
α

)α+1

+
αΘ

1
α

α + 1
(1−Θ)α+1 =

αΘ
1
α

α + 1

−M12 = −M21 =

αΘ
1
α∫

0

(
1− t

αΘ
1
α

)α

tdt = [

∫
udv = uv −

∫
vdu] =

[dv = (1− t

αΘ
1
α

)αdt; v = − αΘ
1
α

α + 1

(
1− t

αΘ
1
α

)α+1

;u = t; du = dt] =

−αΘ
1
α t

α + 1

(
1− t

αΘ
1
α

)α+1 ∣∣∣∣αΘ
1
α

0

−
αΘ

1
α∫

0

− αΘ
1
α

α + 1

(
1− t

αΘ
1
α

)α+1

dt =

= 0 +
αΘ

1
α

α + 1

αΘ
1
α∫

0

(
1− t

αΘ
1
α

)α+1

dt =
α2Θ

2
α

α2 + 3α + 2

Отже, матриця F−1
α (Θ) має вигляд

F−1
α (Θ) =


2α3Θ3/α

6 + 11α + 6α2 + α3
− α2Θ2/α

2 + 3α + α2

− α2Θ2/α

2 + 3α + α2

αΘ1/α

1 + α

 . (2.6)

Тодi,

Fα(Θ) =
1

M11M22 −M21M12

 M22 M21

M12 M11

 ,

Fα(Θ) =


(2 + α)2(3 + α)Θ−3/α

α3

(2 + α)(3 + α)Θ−2/α

α2

(2 + α)(3 + α)Θ−2/α

α2

2(2 + α)Θ−1/α

α

 . (2.7)

Позначимо x =

 x1

x2

, тодi при α ≥ 1 рiвняння на функцiю керовано-

стi має вигляд

2a0Θ = (Fα(Θ)x, x).
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Запишемо докладно. 2a0Θ =

=


 (2 + α)2(3 + α)Θ−3/α

α3
x1 +

(2 + α)(3 + α)Θ−2/α

α2
x2

(2 + α)(3 + α)Θ−2/α

α2
x1 +

2(2 + α)Θ−1/α

α
x2

 ,

 x1

x2


 =

(2 + α)Θ−3/α(x21(6 + 5α + α2) + 2x1x2α(3 + α)Θ1/α + 2x22α
2Θ2/α)

α3
. (2.8)

Отже, керування (1.12) має вигляд

uα(x) = −1

2
b∗0Fα(Θα(x))x,

uα(x1, x2) = −(2 + α)Θ−2/α(x1(3 + α) + 2x2αΘ
1/α)

2α2
. (2.9)

Де Θ = Θ(x1, x2) - єдиний додатнiй розв‘язок рiвняння (2.8)

Далi буде показан спосiб, який буде використано для знаходження a0.

Доведемо обмеженiсть керування (2.9). Для цього при фiксованому Θ

розв’яжемо задачу знаходження екстремума функцiї (2.9) при обмеженнях

вигляду (2.8). Побудуємо функцiю Лагранжа

L = −(2 + α)Θ−2/α(x1(3 + α) + 2x2αΘ
1/α)

2α2
−

λ(2a0Θ− (2 + α)Θ−3/α(x21(6 + 5α + α2) + 2x1x2α(3 + α)Θ1/α + 2x22α
2Θ2/α)

α3
)

(2.10)

Далi розв’язуємо наступну систему рiвнянь вiдносно x1 та x2
dL

dx1
= 0

dL

dx2
= 0

, (2.11)

яка має вигляд
−(2 + α)(3 + α)Θ− 2

α

2α2
+

(2 + α)Θ
−3
α (2(6 + 5α + α2)x1 + 2α(3 + α)Θ

1
αx2)λ

α3
= 0

−(2 + α)Θ− 1
α

α
+

(2 + α)Θ
−3
α (2α(3 + α)Θ

1
αx1 + 4α2Θ

2
αx2)λ

α3
= 0

Отримали x1 = 0 та x2 =
1

4λ
.
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Пiдставимо цi розв’язки у рiвняння на функцiю керованостi (2.8) та зна-

йдемо λ.

λ = ±
√
2 + αΘ1/2(−1−1/α)

4
√
a0
√
α

Пiдставимо знайденi x1 та x2 у наше керування, отримуємо

uα = ±
√
a0
√
2 + αΘ

−1+α
2α

√
α

.

У розв’язок пiдставимо Θ = 1, тобто далi будемо розглядати розв’язок

задачi при x ∈ Q = {x : Θ(x) ≤ 1} Отриманий елемент обмежуємо√
a0
√
2 + α√
α

≤ 1 при α ≥ 0. Отримали a0 ≤
α

2 + α
.

Виберемо a0 =
α

2 + α
.

Для знахождення траєкторiї достатньо розв’язати рiвняння (2.8) тiльки

в початковiй точцi. Нехай Θ(x0) = θ0 – единий додатнiй корiнь рiвнян-

ня (2.8) при x = x0 ∈ Q. Позначимо θ(t) = Θ(x(t)). В силу Теореми 2

виконується θ̇ = −θ1−1/α. Траєкторiя є розв’язком задачi Кошi

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −(2 + α)(x1(3 + α)θ−2/α + 2x2αθ
−1/α)

2α2

θ̇ = −θ1−1/α,

x(0) = x0, θ(0) = θ0,

(2.12)

Беремо початкову точку x0 = (0.2;−0.5)∗

Розглянемо задачу при рiзних α:

Вiзьмемо α = 1, x1(0) = 0.2, x2(0) = −0.5.

Рiвняння на функцiю керованостi буде мати вигляд:

7.2Θ− 4.5Θ2 + 2Θ4 = 4.32

Єдиний додатнiй корiнь рiвняння на функцiю керованостi: θ0 ≈ 0.93.

При цьому керування має вигляд: u = −3(4x1 + 2x2Θ)

2Θ2
, θ̇ = −1.
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Траєкторiя є розв’язком задачi Кошi

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −3(4x1 + 2x2Θ)

2Θ2
,

θ̇ = −1,

x(0) = x0, θ(0) = θ0,

(2.13)

Вiзьмемо α = 3, x1(0) = 0.2, x2(0) = −0.5.

Рiвняння на функцiю керованостi буде мати вигляд:

90Θ
1
3 − 112.5Θ

2
3 + 162Θ2 = 30

Єдиний додатнiй корiнь рiвняння на функцiю керованостi: θ0 ≈ 0.39

При цьому керування має вигляд: u = −5(6x1 + 6x2Θ
1
3 )

18Θ
2
3

, θ̇ = −θ2/3.

Траєкторiя є розв’язком задачi Кошi

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −5(6x1 + 6x2Θ
1
3 )

18Θ
2
3

,

θ̇ = −θ2/3,

x(0) = x0, θ(0) = θ0,

(2.14)

Вiзьмемо α = 5, x1(0) = 0.2, x2(0) = −0.5.

Рiвняння на функцiю керованостi буде мати вигляд:

392.Θ
1
5 − 612.5Θ

2
5 + 1250Θ

8
5 = 109.76

Єдиний додатнiй корiнь рiвняння на функцiю керованостi: θ0 ≈ 0.3

При цьому керування має вигляд: u = −7(8x1 + 10x2Θ
1
5 )

50Θ
2
5

, θ̇ = −θ4/5.

Траєкторiя є розв’язком задачi Кошi

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −7(8x1 + 10x2Θ
1
5 )

50Θ
2
5

,

θ̇ = −θ4/5.

x(0) = x0, θ(0) = θ0,

(2.15)
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На мал. 1 показано 3 траєкторiї при рiзних значеннях α:

- α =1 - α =3 - α =5

мал.1

На мал. 2 показано 3 графiка керування при рiзних значеннях α:

- α =1 - α =3 - α =5

мал.2
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2.2. Обвiдна сiм’ї елiпсiв

Рiвняння на функцiю керованостi має вигляд:

2α2Θ = (2 + α)2Θ−3/α(x21(6 + 5α + α2) + 2x1x2α(3 + α)Θ1/α + 2x22α
2Θ2/α).

(2.16)

Пiдставимо Θ = 1:

2α4 = (2 + α)2(x21(6 + 5α + α2) + 2x1x2α(3 + α) + 2x22α
2). (2.17)

Отже, якщо позначити Q = {x : Θα(x) ≤ 1},то за лемою 1.4 при

1 ≤ α1 ≤ α2. виконується Qα1
(1) ⊂ Qα2

(1).

При α = 1 рiвняння має вигляд:

108x21 + 72x1x2 + 18x22 = 2

При α = 10:

5616x21 + 9360x1x2 + 7200x22 = 5000

При α = 100:

13663053x21 + 26790300x1x2 + 26010000x22 = 25000000

Обвiдною сiм’ї кривих називається крива, яка в кожнiй своїй точцi до-

тикається до однiєї з кривих даної сiм’ї, тобто вона обмежує усi кривi сiм’i.

Будемо називати за аналогiєю обвiдною випадок, коли в рiвняннi (2.17)

параметр α прямує до нескiнченностi.

Вiзьмемо Θ = 1.

F−1
α (1) =


2α3

6 + 11α + 6α2 + α3
− α2

2 + 3α + α2

− α2

2 + 3α + α2

α

1 + α

 .

Перейдемо до границi в кожному елементi при α → ∞.

F−1
α (1) =

 2 −1

−1 1

 .
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Тодi Fα =

 1 1

1 2

 .

2a0Θ = (Fα(Θ)x, x)

При α → ∞ a0 = 1

2 =

  x1 + x2

x1 + 2x2

 ,

 x1

x2

 
2 = x21 + 2x1x2 + 2x22

На мал.3 зображено отриманi елiпси:

- α =1 - α =10 - α =100 - α =∞

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

x1

x2

мал.3



Висновки

В ходi дослiдження було проведено застосування методу функцiї керо-

ваностi В. I. Коробова для двовимiрної канонiчної системи та встановлено

обмеження на значення a0 в умовах обмеженого керування. Метод, який

використовувався у квалiфiкацiйнiй роботi, запропонований у роботi [6] для

розв’язку задачi синтезу iнерцiйних керувань, тобто керувань, якi є обме-

женими до похiдної порядку l. Також була виявлена залежнiсть мiж a0

i параметром α. Для демонстрацiї результатiв були побудованi траєкторiї

для рiзних значень α. Якщо у рiвняннi на функцiю керованостi покласти,

що вона дорiвнює 1, то отримаємо сiм’ю елiпсiв, яка залежить вiд пара-

метра α. Крiм того, у квалiфiкацiйнiй роботi було знайдено елiпс, який

мiстить всi iншi елiпси системи, тобто є об’еднанням усiх елiпсiв. Також

було вивчено необхiдний материал, пов’язаний з методом функцiї керова-

ностi, методом розв’язку задачi iнерцiйного синтезу. Чисельний розв’язок

було запрограмовано в додатку "Matematica 11.0".
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